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まえがき

ディジタル信号処理の歴史は 1960年代まで遡る。初めは，コンピュータを

使ってオフラインで信号処理を行うことを目的としていた。その後，LSI技術

の発達によりハードウェアの処理速度が上がり，専用 LSIによる実時間処理が

可能となってきた。さらに，ディジタル信号処理に特化したディジタルシグナ

ルプロセッサ（DSP）の発達により，ディジタル信号処理の実時間処理が広範

囲で行われるようになった。現在，音声，音響帯域では DSPによる実時間処

理が主流になっている。DSPは多量の積和演算が高速に行えるように工夫され

ているが，基本的には命令コードによって制御されるコンピュータであるため，

実現できる処理は多種多様である。しかし，ディジタル信号処理の骨格となる

のは線形・時不変な信号処理である。この信号処理は信号やシステムのフィル

タリング，予測，推定，復元，等化といった重要な処理をカバーしている。ま

た，その応用分野は，計測，制御，通信，音声・画像・映像処理など非常に広

範囲に及んでいる。

最近の信号処理を取り巻く状況も大きく変わっている。マルチメディア，モ

バイル，インターネットというキーワードで表されるように，固有の情報表現

からディジタル信号による統一的な表現へ，固定端末からモバイル端末へ，専

用通信システムから汎用的なインターネット環境へと大きな転換期を迎えてい

る。このような環境下では，いつでも，何処でも，誰とでも，多様で高品質な

情報を自由にやりとりすることが求められている。別の見方をすると，多様な

環境下で高品質な情報が要求されているといえる。このために，ディジタル信

号は一層重要な技術となってきている。

本書では，線形・時不変なディジタル信号処理を主として扱う。情報源や情

報を感じる生体器官はほとんどがアナログであるため，まず，アナログ（連続



ii まえがき

時間）信号の標本化について述べる。次に，離散時間信号やシステムの数学的

な表現，及び処理過程の扱いと表現法について学ぶ。ディジタルコンピュータ

では全ての情報が標本化されるため，周波数領域の標本化を取り上げる。これ

は，高速フーリエ変換（FFT）に繋がる技術である。ディジタルフィルタの設

計法については，無限長インパルス応答（IIR）フィルタと有限長インパルス応

答（FIR）フィルタについて基本的な方法を取り上げる。ディジタルフィルタ

の構成法としては，基本構成の他に，複数の標本化周波数を含むマルチレート

フィルタ，及び帯域分割形の信号処理について述べる。雑音に関しては，統計

的な表現法を学び，その上で，雑音の伝達及び時間領域と周波数領域の解析方

法について学ぶ。最後に，最近重要性を増している適応フィルタの基礎とその

代表的な応用例を述べる。

本書は，高専，大学におけてディジタル信号処理を学ぶ学生の教科書として，

また，企業においてディジタル信号処理を学び，具体的に応用しようとする技

術者までを対象としている。ディジタル信号処理の特徴は，理論的な特性がそ

のまま実現される場合が多いという点である。「実験してみないと分からない」

部分は少ない。その点からも，単なるノウハウではなく，理論をしっかりと身

に付けてほしい。各章には，多くの演習問題をつけた。学んだ事項の理解を深

める基本問題の他に，実際に応用する場面も想定したり，複数の章にまたがる

問題もあり，応用力が身に付くように配慮されている。本書が，多くの人がディ

ジタル信号処理を理解し，実践するための一助となれば望外の幸せである。

中山 謙二
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1
離散時間信号とシステム

本章ではディジタル信号処理の基礎であるアナログ（連続時間）信号の標本

化とその表現方法及び標本化された信号 (Discrete Time Signals)を処理するシ

ステムの基礎について学ぶ。

1.1 離散時間信号

音声や画像，映像等は発生時や人間による認識時ではアナログ信号として扱

われる。これは時間方向も大き方向も連続な信号である。これらをディジタル

化して処理するためには，まず標本化される。

図 1.1にアナログ（連続時間）信号 (Continuous Time Signals)が標本化さ

れる過程を示す。同図 (a)が連続時間信号 x(t)及び T 秒間隔の標本値 x(nT )，

(b)がサンプルホールドされた信号 xsh(t)，(c)が標本値 x(nT )を２進符号，す

なわちディジタル信号で表現したものである。(c)のディジタル表現は，標本値

x(nT )のみを取り出した (d)の波形と等価である。(d)の波形は，(c)のディジ

タル信号に対応する表現であり，物理的に実現できるものではない。すなわち，

幅が零で高さ有限のパルス波形は物理的に実現できない。本書では，離散時間

信号の表現として (d)の波形表現を用いる。

標本間隔 T［秒］は共通な場合が多く，T = 1と正規化して，x(nT )を x(n)

と表す。T の逆数は１秒間に標本化されるサンプル数を表しており，標本化周

波数と呼ばれる。ここでは，fsと表す。

fs =
1
T

Hz (1.1)
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図 1.1 連続時間信号の標本化とディジタル信号

1.2 線形シフト不変システム

本書では，主として線形で時間的に変化しないシステム (Linear Shif-Invariant

Systems)を対象とする。図 1.2に示すように，システムの入力を x(n)，出力を

y(n)とする。これらの関係は一般的に次のように表される。

y(n) = F [x(n)] (1.2)
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)(nx )(ny
)]([ nxF

図 1.2 線形システム

1.2.1 線形性

入力信号 x1(n)，x2(n)に対する出力信号を y1(n)，y2(n)とするとき，入力

の線形結合に対して出力も線形結合になるとき，関数 F [ ]による変換は線形で

あるという。

y1(n) = F [x1(n)] (1.3)

y2(n) = F [x2(n)] (1.4)

y(n) = F [ax1(n) + bx2(n)] = aF [x1(n)] + bF [x2(n)]　

= ay1(n) + by2(n) (1.5)

ここで，a，bは時間や入出力信号によって変化しない任意の定数である。

（例）a，bを定数とする。

1. 線形

y(n) = ax(n) + bx(n − 1) (1.6)

y(t) = dx(t)/dt (1.7)

2. 非線形

y(n) = ax2(n) (1.8)

y(n) = ax(n) + b (1.9)

他の非線形特性として，加算器のオーバーフロー，アナログ回路ではコ

イルや増幅器における波形歪みがある。

図 1.3に例を図示する。

1.2.2 シフト（時間）不変
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)(nx

)()]([ nkxnxF =

)(nx

cnbxnaxnxF ++= )()()]([ 2

線形関数 非線形関数

0 0

図 1.3 線形関数及び非線形関数の例

入力を kサンプル時間軸方向にシフトしたとき x(n) → x(n − k)，出力も同

様に kサンプルシフトされるとき y(n) → y(n− k)，すなわち，入出力関係が時

間によって変化しないとき，このシステムはシフト（時間）不変であるという。

y(n) = F [x(n)] ならば

y(n − k) = F [x(n − k)] (1.10)

この様子を図 1.4に示す。

図 1.4 シフト（時間）不変システムの入出力関係

入出力関係が
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y(n) = ax(n) + bx(n − 1) (1.11)

と表されるとき，a，bによる定数倍や x(n− 1)による１サンプル遅延の処理が

時間によって変化しない場合がシフト（時間）不変である。

1.2.3 インパルス応答

図 1.5に示すように，次のインパルス δ(n)を入力したときのシステムの出力

h(n)をインパルス応答という。

)(nδ )(nh
)]([ nF δ

0

1
0

図 1.5 インパルス応答

δ(n) =

⎧⎨
⎩ 1, n = 0

0, n �= 0
　 (1.12)

h(n) = F [δ(n)] (1.13)

1.2.4 畳み込み和

システムが線形シフト不変であるとき，入出力関係はインパルス応答 h(n)で

完全に表すことができる。まず，任意の離散時間信号 x(n)はインパルス δ(n)

の線形結合として次のように表される。

x(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)δ(n − k) (1.14)

nはサンプリング時間である。x(n)が時間の関数であるのに対して，x(k)は標

本値であり時間 nに対しては定数である。また，δ(n− k)はインパルスを kサ

ンプル遅らせたものであるが，やはり時間の関数である。上式及び線形シフト

不変の性質を用いて入出力関係を求める。

y(n) = F [x(n)]　
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= F

[ ∞∑
k=−∞

x(k)δ(n − k)

]
(1.15)

=
∞∑

k=−∞
x(k)F [δ(n − k)] 線形性 (1.16)

=
∞∑

k=−∞
x(k)h(n − k) シフト不変性 (1.17)

この関係は加算変数を入れ替えることにより次のように表される。

y(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)h(n − k)　　

=
∞∑

l=−∞
x(n − l)h(l) (1.18)

l = n − k (1.19)

さらに，インパルス応答 h(n)が有限長（0 ≤ n ≤ N − 1）の場合は，次のよう

になる。

y(n) =
N−1∑
k=0

h(k)x(n − k) (1.20)

これを畳み込み和という。畳み込み和は線形シフト不変システムにおいて成り

立つ関係であることに留意されたい。また，線形シフト不変システムの入出力

関係はインパルス応答で完全に規定されること，すなわちインパルス応答がシ

ステムの全ての情報を有していることにも留意されたい。インパルス応答は後

で述べるシステムの周波数特性や伝達関数に１対１対応する。

1.3 線形シフト不変システムの基本構成

1.3.1 構成要素

構成要素を図 1.6に示す。

乗算器
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図 1.6 線形シフト不変システムの構成要素

aを乗数とすると

y(n) = ax(n) (1.21)

加算器

y(n) = x1(n) + x2(n) (1.22)

遅延器

信号を 1サンプル遅らせる遅延器。

y(n) = x(n − 1) (1.23)

1.3.2 基本回路

図 1.7に基本回路の構成例を示す。(a)がフィードフォワードのみを有し，イ

ンパルス応答が有限である FIR（Finite Impulse Response）形回路で，(b)が

フィードバックを有し，インパルス応答が無限長となる IIR（Infinite Impulse

Response）形回路である。回路の入出力関係は次のようになる。

FIR形回路

y(n) = h0x(n) + h1x(n − 1) + h2x(n − 2) (1.24)

IIR形回路

y(n) = x(n) + ay(n − 1) (1.25)
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図 1.7 基本回路の構成例。(a)FIR形回路，(b)IIR形回路

1.4 安定性と因果性

1.4.1 安定性

「有限な入力に対して，出力も有限である」ときにシステムは安定であると

いう。線形シフト不変システムが安定であるための必要十分条件はインパルス

応答の絶対値和が有限であることである。

S =
∞∑

k=−∞
|h(k)| < ∞ (1.26)

（証明）

式 (1.26)が成り立つとき，有限な x(n)に対して y(n)も有限になることを示

す（十分条件）。今，aを有限値として，|x(n)| ≤ aが成り立つものとする。こ

のとき，y(n)も次のように有限となる。

|y(n)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
h(k)x(n − k)

∣∣∣∣∣
≤ a

∞∑
k=−∞

|h(k)| < ∞ (1.27)

次に，式 (1.26)が成り立たないときに安定でないことを示す（必要条件）。S = ∞
に対して y(n) = ∞となる有限な入力信号が存在することを示せばよい。この
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ような入力として次式を考える。

x(n) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

h∗(−n)
|h(−n)| , h(n) �= 0

0, h(n) = 0
(1.28)

これに対して，n = 0における y(n)は次のように無限大となる。

y(0) =
∞∑

k=−∞
x(−k)h(k)

=
∞∑

k=−∞

|h(k)|2
|h(k)| =

∞∑
k=−∞

|h(k)| = S = ∞ (1.29)

（証明終）

上記の証明における後半の例として，x(n) = 1, h(n) = 1,−∞ < n < +∞が
ある．

y(0) =
∞∑

k=−∞
h(k)x(−k) = ∞ (1.30)

（例題）

1. FIR形回路はインパルス応答のサンプル数が有限であるから，|h(n)|が
有限であれば常に安定である。

2. IIR形回路は常に安定であるとは限らない。図 1.8に示す例について考

える。インパルス応答は次のようになる。

h(n) = δ(n) + ah(n − 1), n = 0, 1, 2, · · ·　 (1.31)

h(−1) = 0　

h(n) = an (1.32)

インパルス応答の絶対値和は

S = lim
N→∞

1 − |a|N
1 − |a| (1.33)

従って，|a| < 1のときに S は有限となり，安定であるが，|a| ≥ 1のと

きは不安定である。安定性に関しては，後で述べるようにフーリエ変換

の可能性や伝達関数の極配置とも関係する。
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図 1.8 １次フィードバック形回路

1.4.2 因果性

「n = n0におけるシステムの出力信号 y(n)が n ≤ n0における入力信号 x(n)

のみに依存する」とき，システムは因果性を満たす。これを図 1.9に示す。言い

換えると，原因（入力信号）が入る前に結果（出力信号）が出ることはない。図

1.10において，n0 以前に y(n)が現れることはない。すなわち，結果（出力信

号）は原因（入力信号）のみに依存する．システムが遅延器（メモリ）を含む

図 1.9 因果性を満たす入出力関係

場合は，信号が入力する以前に遅延器にあるデータが入っていると因果性を満

たさない。この場合は，インパルス応答が遅延器のデータによって変化し，一

意には定まらない。これは，因果生を満たす線形シフト不変システムでは，イ

ンパルス応答がシステムの特性を完全に規定しているのことと矛盾する。初期
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図 1.10 因果性を示す例

状態では，遅延器の内容は全て零にセットされているとする。

線形シフト不変システムの因果性

入力信号が x(n) = 0, n < 0であるとき，線形シフト不変システムが因果性

を満たすための必要十分条件は

h(n) = 0, n < 0 (1.34)

である。

（証明）

y(n) =
∞∑

m=0

h(n − m)x(m) (1.35)

において，y(n) = 0, n < 0となるためには，n < 0に対して h(n − m) = 0が

必要十分条件である。n < 0, m ≥ 0に対して n−m < 0となるから，式 (1.34)

の条件を得る。

1.5 離散時間信号とシステムの周波数特性

1.5.1 複素正弦波に対する応答

図 1.11に示すように，インパルス応答が h(n)である線形シフト不変システ

ムに正弦波が入力したときの出力信号について考える。入力信号を

x(n) = aej(ωnT+φ) (1.36)

ω = 2πf, f は周波数　



12 1. 離散時間信号とシステム

図 1.11 インパルス応答 h(n)を有するシステムの入出力関係

とする。aが振幅，ωが角周波数，φが位相である。この x(n)を式 (1.18)に代

入して，変形する。

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)x(n − k)

=
∞∑

k=−∞
h(k)aej(ω(n−k)T+φ)

=

[ ∞∑
k=−∞

h(k)e−jωkT

]
aej(ωnT+φ) (1.37)

ここで，

H(ejω) =
∞∑

k=−∞
h(k)e−jωkT (1.38)

とおく。H(ejω)は ωに対して複素関数であるから，次のような形式で書ける。

H(ejω) =
∣∣H(ejω)

∣∣ ejθ(ω) (1.39)

= |H(ejω| cos θ(ω) + j|H(ejω| sin θ(ω) (1.40)

= Re(ω) + jIm(ω) (1.41)

|H(ejω| = (Re2(ω) + Im2(ω))1/2 (1.42)

tan θ(ω) =
Im(ω)
Re(ω)

(1.43)

sin θ(ω) =
Im(ω)
|H(ejω)| (1.44)

cos θ(ω) =
Re(ω)
|H(ejω)| (1.45)

θ(ω)を式 (1.43)で計算すると −π/2 ≤ θ(ω) ≤ π/2の範囲でしか求まらないた

め，式 (1.44)及び (1.45)から求める必要がある．
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式 (1.37)と (1.39)より，

y(n) =
∣∣H(ejω)

∣∣ aej(ωnT+φ+θ(ω)) (1.46)

従って，線形シフト不変システムによる正弦波の変化は表 1.1のようになり，正

弦波の振幅と位相が変化し，周波数は変化しない。H(ejω)がシステムの周波数

特性である。システムの周波数特性とは，線形シフト不変なシステムに対して

定義することができ，正弦波の振幅と位相の変化として表すことができる。

表 1.1 線形シフト不変システムによる正弦波形の変化

入力信号：x(n) 出力信号：y(n)

振幅 a
∣∣H(ejω)

∣∣ a

周波数 ω ω

位相 φ φ + θ(ω)

1.5.2 実正弦波に対する応答

次のオイラー公式

e±α = cos α ± j sinα (1.47)

cos α =
1
2
(ejα + e−jα) (1.48)

を利用して次のように変形できる。

x(n) = a cos(ωnT + φ)

=
a

2
ej(ωnT+φ) +

a

2
e−j(ωnT+φ) (1.49)

y(n) = H(ejω)
a

2
ej(ωnT+φ) + H(e−jω)

a

2
e−j(ωnT+φ) (1.50)

さらに∣∣H(ejω)
∣∣ =

∣∣H(e−jω)
∣∣ (1.51)

θ(ω) = −θ(−ω) (1.52)
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H(ejω) = |H(ejω)|ejθ(ω) (1.53)

H(e−jω) = |H(e−jω)|ejθ(−ω) = |H(ejω)|e−jθ(ω) (1.54)

であるから，

y(n) = |H(ejω)|a
2
ej(ωnT+φ+θ(ω)) + |H(ejω)|a

2
e−j(ωnT+φ+θ(ω)) (1.55)

=
∣∣H(ejω)

∣∣ a cos(ωnT + φ + θ(ω))

(1.56)

となり，振幅と位相が表 1.1と同様に変化する。

式 (1.51)，(1.52)の説明

先ず，式 (1.42)より，式 (1.51)が成り立つ。

次に，Re(ω)はωの偶関数，Im(ω)は奇関数であり，tan(θ(ω)) = Im(ω)/Re(ω)

も奇関数である。従って，次の関係が得られる。

tan θ(−ω) =
Im(−ω)
Re(−ω)

=
−Im(ω)
Re(ω)

= − tan θ(ω) = tan(−θ(ω)) (1.57)

上式の最初と最後の式を比較することにより，式 (1.52) が成り立つことが分

かる。

1.5.3 複数の正弦波に対する応答

畳み込み和は線形であるから，複数の正弦波の和に対する応答は個々の正弦

波に対する応答の和になる。次の入力信号

x(n) =
L∑

l=1

xl(n) =
L∑

l=1

ale
j(ωlnT+φl) (1.58)

に対する応答は次のようになる。

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)x(n − k) =

∞∑
k=−∞

h(k)
L∑

l=1

xl(n − k) =
L∑

l=1

∞∑
k=−∞

h(k)xl(n − k)
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=
L∑

l=1

|H(ejωl)|ale
j(ωlnT+φl+θ(ωl)) (1.59)

1.5.4 離散時間信号のフーリエ変換

式 (1.38)はインパルス応答 h(n)，すなわち離散時間信号のフーリエ変換に

相当する。一般の離散時間信号 x(n)に対するフーリエ変換対は次式で与えら

れる。

X(ejω) =
∞∑

n=−∞
x(n)e−jωnT (1.60)

x(n) =
1
2π

∫ π

−π

X(ejω)ejωnT dωT (1.61)

インパルス応答のフーリエ変換である H(ejω)は入力信号の振幅と位相をどの

ように変化するかを表しており，一般の信号のフーリエ変換はその信号の持っ

ている周波数成分を表している。さらに，フーリエ変換が収束するためには
∞∑

n=−∞
|x(n)| < ∞ (1.62)

が成り立つ必要がある。これは式 (1.26)で与えたシステムの安定条件と同じで

ある。言い換えると，安定なシステムに対して周波数特性を定義できることに

なる。

1. 正弦波形を入力したときの振幅と位相の変化。

2. インパルス応答のフーリエ変換。

これらは等価である。

1.5.5 信号の周波数解析法のまとめ

1. フーリエ変換　

信号が次の条件を満たすとき，フーリエ変換が可能である。
∞∑

n=−∞
|x(n)| < ∞ (1.63)
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X(ejω) =
∞∑

n=−∞
x(n)e−jnωT (1.64)

2. フーリエ変換できない場合

(a) 近似解

次の条件が成り立つとき，時間波形のサンプル数N → ∞に対して，
フーリエ変換の近似解がある。

∞∑
n=−∞

|x(n)|2 < ∞ (1.65)

例えば，図 1.12(左側) に示す X(ejω)に対する時間波形は x(n) =

sin(αn)/αnとなる。x(n)を表現するサンプル数N が有限のときは，

図 1.12(右側)に示すように，リップルが生じる。N → ∞に対して
このリップルが小さくなる。

図 1.12 フーリエ変換の近似

(b) フーリエ級数展開

信号が次のようなN サンプルを周期とする周期波形の場合は，フー

リエ級数に展開され，基本周波数 f0 = 1/NT の整数倍の周波数成

分のみを有する。

x(n) = x(n + mN) (1.66)

X(ejω) =
∞∑

n=−∞
cne−jnω0T (1.67)

ω0 = 2πf0, f0 =
1

NT
(1.68)
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(c) 自己相関のフーリエ変換

不規則な時系列はフーリエ変換もフーリエ級数展開もできない。し

かし，自己相関の絶対値和が有限となりフーリエ変換できる場合が

多い。自己相関のフーリエ変換はスペクトルと呼ばれる。詳しくは，

第 8章で説明する。

φ(m) = E[x(n)x(n − m)] (1.69)

Φ(ω) =
∞∑

n=−∞
φ(n)e−jnωT (1.70)

E[ ]は期待値を表している。

1.5.6 畳み込み和の周波数領域での表現

x(n)，y(n)，h(n) のフーリエ変換を X(ejω)，Y (ejω)，H(ejω) とする。式

(1.18)の畳み込み和をこれらのフーリエ変換を用いて表す。

Y (ejω) =
∞∑

n=−∞
y(n)e−jωnT (1.71)

y(n)に式 (1.18)を代入する。

Y (ejω) =
∞∑

n=−∞

[ ∞∑
k=−∞

h(k)x(n − k)

]
e−jωnT

=
∞∑

k=−∞
h(k)

[ ∞∑
n=−∞

x(n − k)e−jωnT

]
(1.72)

(1.73)

ここで，m = n − kとおくことにより，

Y (ejω) =
∞∑

k=∞
h(k)

[ ∞∑
m=−∞

x(m)e−jωmT

]
e−jωkT　

= H(ejω)X(ejω) (1.74)

このように，時間領域の畳み込みは周波数領域ではかけ算となる。具体例を図

1.13に示す。一般に，時間領域と周波数領域では双対な関係がある。
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図 1.13 畳み込み和の周波数領域での表現

1.5.7 フーリエ変換対の性質

離散時間信号のフーリエ変換対の性質を表 1.2に示す。

表 1.2 離散時間信号のフーリエ変換対の性質

時間信号 フーリエ変換　

x(n) X(ejω)

x∗(n) X∗(e−jω)

x(−n) X∗(ejω)

X(ejω) = X∗(e−jω)

Re[X(ejω)] = Re[X(e−jω)]

x(n)が実信号 Im[X(ejω)] = −Im[X(e−jω)]

|X(ejω)| = |X(e−jω)|
arg[X(ejω)] = − arg[X(e−jω)]

x(n)の偶数部 Re[X(ejω)]: xe(n) 　

x(n)の奇数部 jIm[X(ejω)]: xo(n) 　

表中の「*」は複素共役を表している。また，xe(n)，xo(n)は次式で与えら

れる。

xe(n) =
x(n) + x(−n)

2
(1.75)

xe(n) = xe(−n) (1.76)

xo(n) =
x(n) − x(−n)

2
(1.77)
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xo(n) = −xo(−n) (1.78)

1.6 連続時間信号の標本化

1.6.1 標本化による周波数特性の変化

連続時間信号を x(t)とし，離散時間信号を x(n)する。例を図 1.14に示す。

)(tx

t

)(nTx

T

図 1.14 連続時間信号の標本化

x(t)に対しては，次のフーリエ変換対が成り立つ。

X（jω) =
∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt (1.79)

x（t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(jω)ejωtdω (1.80)

(1.81)

次に，x(n)をX(jω)を用いて表す。

x(n) = x(nT ) =
1
2π

∫ ∞

−∞
X(jω)ejωnT dω (1.82)

積分区間 (−∞,∞)を図 1.15に示すよう，2π/T 周期に区切る。さらに，積分変

数 ωを ω + 2πr/T に置換する。

x(n) =
1
2π

∞∑
r=−∞

∫ (2r+1)π/T

(2r−1)π/T

X(jω)ejωnT dω　

=
1
2π

∞∑
r=−∞

∫ π/T

−π/T

X(jω + j
2πr

T
)ejωnT ej2πrndω (1.83)
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T

π
T

π5−
T

π3−
T

π5
T

π3
T

π
−

0
ω

図 1.15 積分区間の区分化

=
1
2π

∫ π/T

−π/T

[ ∞∑
r=−∞

X(jω + j
2πr

T
)

]
ejωnT dω (1.84)

一方，x(n)はそのフーリエ変換X(ejω)を用いて式 (1.61)より，

x(n) =
1
2π

∫ π

−π

X(ejω)ejωnT dωT (1.85)

積分変数を ωT から ωに変更する。

x(n) =
1
2π

∫ π/T

−π/T

TX(ejω)ejωnT dω　 (1.86)

式 (1.84)と (1.86)を比較することにより，次式を得る。

X(ejω) =
1
T

∞∑
r=−∞

X(jω + j
2πr

T
) (1.87)

この結果から次のことが言える。「標本化された信号x(n)のフーリエ変換X(ejω)

は元の連続時間信号 x(t)のフーリエ変換X(jω)を周波数軸上で 2πr/T,−∞ <

r < ∞だけシフトして加算したものである。」この様子を図 1.16に示す。

1.6.2 内挿と標本化定理

標本化を行っても元の情報が保存されている必要がある。そこで，標本化さ

れた信号 x(n)から元の信号 x(t)を復元する過程について考える。

〔1〕 周波数領域における内挿 　

周波数領域における内挿は，x(n)に対するフーリエ変換X(ejω)から x(t)に

対するフーリエ変換X(jω)を得ることに相当する。式 (1.87)において，r = 0

の成分のみを取り出す操作に相当する。この様子を図 1.17に示す。x(n)を r = 0

の部分のみを取り出す理想 LPFである Φ(jω)を通すことによりX(jω)を復元
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)(tx

t

)(nx

n
T

)( ωjX

CωCω− 0

SωSω− 0

)( ωjeX

0
0 π2π2−

SfSf−

ω
Tω
f

ω

Cω−
Cω

0=r 1−=r1=r

図 1.16 標本化による周波数特性の変化

できる。Φ(jω)は次式で与えられる。

)(nx )(tx

理想LPF

)( ωjeX )( ωjΦ

0 2/Sω2/Sω− SωSω−
ω

Sω2Sω2−

図 1.17 理想フィルタによる内挿－周波数領域－

Φ(jω) =

⎧⎨
⎩ 1, |ω| < ωs/2

0, |ω| ≥ ωs/2
　 (1.88)

理想 LPFの出力信号のフーリエ変換はX(ejω)と Φ(jω)の積となる。

X(jω) = Φ(jω)X(ejω) (1.89)
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〔2〕 時間領域における内挿

式 (1.89)を時間領域で表現すると畳み込み積分になる。Φ(jω)のインパルス

応答を φ(t)とする。これは，Φ(jω)の逆フーリエ変換により求まる。

φ(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(jω)ejωtdω (1.90)

=
1
2π

∫ π/T

−π/T

ejωtdω =
sin(πt/T )

πt/T
(1.91)

理想 LPFの出力信号を x(t)とすると，これは次式で定義される φ(t)と xs(t)

の畳み込み積分により求まる。

δ(t) = 0, t �= 0 (1.92)∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1 (1.93)

xs(t) =
∞∑

k=−∞
x(kT )δ(t − kT ) (1.94)

連続時間信号の畳み込み積分は次式で与えられる。

x(t) =
∫ ∞

−∞
xs(τ)φ(t − τ)dτ

=
∞∑

k=−∞
x(kT )

∫ ∞

−∞
δ(τ − kT )φ(t− τ)dτ　

=
∞∑

k=−∞
x(kT )φ(t − kT )　

=
∞∑

k=−∞
x(kT )

sin[(π/T )(t − kT )]
(π/T )(t − kT )

(1.95)

上式において，右辺第１項が標本値で第２項が内挿関数である。δ(t)は幅が零

で面積が 1である波形であり，数学的に定義されているが，物理的には存在し

ない。実際には，幅のあるパルス波形で考える必要がある。これについては，

1.6.3で説明する。

〔3〕 標本化定理

これまでの説明から次のことが言える。「|X(jω)| = 0, |ω| > ωcのとき，標本
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化周波数を 2ωc < ωsとすれば，元の連続時間関数 x(t)は標本値 x(n)から完全

に復元できる」。

図 1.17はこの条件を満たす例である。図 1.18はこの条件を満たさない例であ

る。標本化により周波数特性に重なり（aliasing）が生じており，この部分は理

想 LPFを通しても元に戻らない。実際には理想 LPFを作ることはできないの

で，スプリット帯域 ωc～ωs − ωcを設けて LPFを緩やかに実現する。

SωSω− 0

)( ωjeX

ωCω−
Cω

0=r 1−=r1=r

図 1.18 標本化定理を満たさいため，スペクトルの重なりが生じている例

例題　

標本化周波数を fsとする。

1kHzの正弦波を標本化する場合は，fs > 2kHzとする必要がある（等号は含ま

ない）。

4kHz以上の周波数成分を含まない場合は，fs ≥ 8kHzとできる（等号を含む）。

1.6.3 アナログとのインターフェイス

ここまでは，離散時間信号として x(n)，これと等価な連続時間信号として式

(1.94)で定義された xs(t)を用いてきた。しかし，この信号は幅が零で面積が 1

である δ(t)を用いており，物理的には実現できない。一方，ディジタル信号は等

価的にこの表現に対応する。ディジタル信号処理のみを考える場合は x(n)で扱

えるが，アナログ／ディジタルのインターフェイスを考えると物理的に実現可

能な波形で考える必要がある。実際には，図 1.19に示す標本化・保持（sample

and hold）された信号 xsh(t)を介してアナログ／ディジタル変換される。この

波形の周波数特性を求める。まず，図 1.20に示す矩形波形 h(t)の周波数特性を
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フーリエ変換で求める。

図 1.19 連続時間信号の標本化・保持

図 1.20 保持回路

H(jω) =
∫ ∞

−∞
h(t)e−jωtdt　

=
∫ τ

0

e−jωtdt = τe−jωτ/2 sin τ/2
ωτ/2

(1.96)

式 (1.93)で定義される δ(t)を h(t)で置き換える。言い換えると，インパルス

応答が h(t)である回路に式 (1.94)で定義される xs(t)を通して xsh(t)が得られ

る。δ(t)のフーリエ変換は 1であるから，xsh(t)のフーリエ変換にはH(jω)が

掛けられる。xs(t)のフーリエ変換は式 (1.87)で与えられるから，xsh(t)のフー

リエ変換は次式のようになる。

Xsh(jω) = H(jω)Xs(jω)　

= e−jωτ/2 τ

T

sin ωτ/2
ωτ/2

∞∑
r=−∞

X(jω + j
2πr

T
) (1.97)

上式の右辺第１は τ/2秒の時間遅れ，第２項 τ/T は 1周期内のパルス幅の割合

（duty）による振幅変化，第３項は幅が τ 秒のパルス波形の周波数特性，第４項

が標本化による周波数特性を表している。特に，パルス幅 τ が大きいときには

第３項により，基本帯域（|f | ≤ fs/2）において振幅特性が変化する。これはア
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パーチャ効果と呼ばれ補正が必要である。図 1.21に Xsh(jω)の振幅特性を示

す。この例では，τ = T/2（50% duty）である。

図 1.21 標本化・保持された信号の周波数特性（τ = T/2の例）

1.7 演習問題

1. 以下の問に答えよ．

(a) 次の関係（関数）が線形であることを示せ．

y(n) = ax(n) + bx(n − 1), a，bは定数 (1.98)

y(t) =
dx(t)

dt
(1.99)

(b) 次の関係（関数）が線形でない（非線形である）ことを示せ．

y(n) = ax2(n), aは定数 (1.100)

y(n) = ax(n) + b, a，bは定数 (1.101)

2. ある線形シフト不変回路のインパルス応答を h(n)，入力信号を x(n)，出

力信号を y(n)とする．インパルス応答と入力信号が次式で与えられると

き，以下の問いに答えよ．

h(0) = h(1) = 1, h(n) = 0, n �= 0, 1 (1.102)

x(0) = x(1) = 1, x(n) = 0, n �= 0, 1 (1.103)
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(a) y(n)を求めよ．

(b) h(n)のフーリエ変換H(ejω)を求めよ．

(c) ωT = 0, π/2, πにおけるH(ejω)の振幅と位相を求めよ．

3. ある線形シフト不変回路のインパルス応答を h(n)，入力信号を x(n)，出

力信号を y(n)とする．インパルス応答が次式で与えられるとき，以下の

問いに答えよ．

h(0) = h(1) = 1, h(n) = 0, n �= 0, 1 (1.104)

(a) x(n) が次式で与えられるとき，y(n) を畳み込み和により求めよ．

n = 0から定常応答（同じ出力が繰り返されるようになる）になる

までの区間で計算すること．

(i) x(n) = 1, n ≥ 0, x(n) = 0, n < 0 (1.105)

(ii) x(2n) = 1, x(2n + 1) = −1, n ≥ 0 (1.106)

x(n) = 0, n < 0

(iii) x(4n) = 0, x(4n + 1) = 1,

x(4n + 2) = 0, x(4n + 3) = −1, n ≥ 0 (1.107)

x(n) = 0, n < 0

(b) 入力信号が x(n) = cos(ωnT + φ)で与えられるとき，(i) ∼ (iii)に

対する周波数（ωT）と位相（φ）を求めよ．

(c) h(n)のフーリエ変換H(ejω)を求めよ．

(d) (i) ∼ (iii)の入力信号の周波数（ωT）における H(ejω)の振幅と位

相を求めよ．

(e) (a)で求めた y(n)と，(d)で求めた周波数特性を用いて式 (1.56)か

ら計算される y(n)が定常応答において同じであることを確かめよ．
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